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ПРЕДИСЛОВИЕ

Регрессионный анализ – это совокупность методов и моделей, позволяющих исследовать вид зависимости «выходного» (или «результирующего») количественного показателя от набора объясняющих переменных количественной природы.

Происхождение термина «регрессия» (лат. «regression» - отступление, возврат к чему-л.) связано только с прикладной спецификой одного из первых конкретных примеров, в котором это понятие было использовано, но никак не с его общесмысловым наполнением. Этот термин был введен английским психологом и антропологом Ф. Гальтоном в связи с вопросом о наследственности роста. Обрабатывая статистические данные, Гальтон нашел, что сыновья отцов, отклоняющихся по росту на x дюймов от среднего роста всех отцов, сами отклоняются по росту от среднего роста всех сыновей меньше, чем на x дюймов. Гальтон назвал выявленную тенденцию «регрессией к среднему состоянию» («regression to mediocrity»). Однако термин столь прочно внедрился в статистическую литературу, что не стоило заменять его более подходящим для выражения существенных свойств понятия статистической зависимости.

Более двухсот лет назад Гауссом (и независимо от него Лагранжем) был создан метод наименьших квадратов (МНК), который и вызвал к жизни регрессионный анализ. Поводом для создания МНК послужили потребности астрономии, а затем геодезии. Усилиями поколений ученых многих стран была развита и теория, ставшая теперь классической.

Примерно 150 лет, до середины XX века, длился классический период регрессионного анализа. За это время метод «обкатался». К алгебраической процедуре минимизации квадратичной формы (собственно МНК) прибавилась система статистических постулатов, задающих математическую модель. Были отработаны механизм проверки гипотез об адекватности модели объекта, которая задается известным уравнением, часто полиномом не очень высокой степени, и процедура проверки гипотез о значимости коэффициентов этого уравнения. Сочетание МНК с указанными статистическими процедурами привело к созданию того, что стало называться регрессионным анализом. Постепенно расширились и области приложений. Так, например, Д.И. Менделеев начал применять регрессию для описания температурных и иных зависимостей свойств химических веществ. Однако до конца первой мировой войны за пределами астрономии и геодезии метод все же не нашел широкого применения. Появлялись только спорадические работы. Заметим, что после классических работ К. Пирсона в самом начале ХХ века теория была хорошо известна и подробно изложена. Тем не менее, существовал отчетливо выраженный временной лаг: практические приложения резко отставали. 

В 20-х годах XX века сложилось новое направление в экономике – эконометрика. Она взяла на вооружение регрессионные методы и весьма способствовала их распространению. Другой толчок произошел в связи с развитием способов измерения психических свойств личности, имевших большое значение не только для психологии, но и для тесно связанных с нею педагогики, социологии и отчасти медицины. Только вторая мировая война и особенно послевоенные годы привели к широчайшему внедрению регрессии во все области научных исследований, экономического анализа и промышленного производства. Возник процесс, результаты которого имеют уже экологическое значение. События такого масштаба не могут происходить ни с того ни с сего. В данном случае решающую роль сыграла вычислительная техника. Начало массового производства ЭВМ в 50-е годы ХХ века привело к регрессионному буму.

Несмотря на огромное число публикаций по регрессионному анализу, продолжается активное развитие этого направления. Прежде всего, происходит пересмотр жестких базовых предпосылок классического регрессионного анализа. Это касается нормальности распределения ошибок, детерминированности факторов, аддитивности учитываемых в модели ошибок, однородности, некоррелированности их. Отказ от хотя бы одного из этих требований фактически приводит к созданию новой модели.

Далее, происходит вовлечение в регрессионный анализ более тонких математических методов. Это методы функционального анализа, теории групп, топологии и т. д. Так, например, представляет интерес обобщение регрессионной задачи на бесконечномерные пространства. При исследовании идентификации модели находят применение методы теории групп.

Следующая тенденция развития регрессионного анализа заключается в том, что его развитие стимулируется, кроме всего прочего, обращением ко все более сложным объектам исследования. Здесь речь идет о таких модификациях многомерной регрессии, как модели в форме обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений математической физики, интегральных и интегро-дифференциальных уравнений, их систем, и вообще, операторных уравнений. Кроме моделей, структуры которых выражаются формулами, стали рассматриваться модели, которые задаются только алгоритмически, что привело к широкому внедрению имитационных моделей.

Классический регрессионный анализ основан на том, что вид математической модели заранее задан с точностью до параметров. Предполагается также, что уже реализован эксперимент, выполненный по некоторому плану. Таким образом, задача сводится к выбору наилучшей процедуры обработки данных эксперимента. В последнее время получил развитие подход, при котором предполагается одновременно выбирать наилучшую триаду: модель – план – метод оценивания, отвечающую, насколько возможно, рассматриваемой задаче. 

Время ставит все более сложные задачи, и регрессионный анализ становится одним из первых инструментов, применяемых в процессе поиска их решения. 

1. ВВЕДЕНИЕ В КЛАССИЧЕСКИЙ
 РЕГРЕСИОННЫЙ АНАЛИЗ

1.1.  Уравнение линейной регрессии
Рассмотрим случайную величину, характеризующую некоторое явление. Обозначим ее y, а последовательность ее отдельных значений  y1,…,yn. Допустим, что y зависит от ряда явлений, характеризуемых признаками x1,…, xk. Каждый из этих признаков описывается своим рядом значений. Естественно, что для анализа зависимости y от x1,…, xk регистрация значений признаков должна производиться одновременно.

Далее предположим, что между  y и  x1,…, xk  имеется линейная связь. Однако из-за влияния различных неучтенных факторов, а также воздействия случайности и помех наблюдения y будут в большей или меньшей степени отклоняться от линейной зависимости. В силу этого зависимость между  y и  x1,…, xk  будет не функциональной, а стохастической.
Общая математическая модель линейной регрессии имеет вид

y = X( + (,                                           (1.1.1)

где (символ «(» означает транспонирование) yn(1 = (y1,…,yn)(- вектор-столбец зависимых (объясняемых) переменных; 

X n(k = 
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матрица независимых (объясняющих) переменных, столбцы которой xj = (x1j,…, xnj)( (j = 1,…,k) есть регрессоры; (k ( 1 = =((1,…,(k)( - вектор неизвестных параметров; (n ( 1 = ((1,…,(n)(- вектор случайных членов (ошибок).

Само уравнение (1.1.1) называется уравнением линейной регрессии переменной  y на  переменные  x1,…, xk .

Имеется несколько основных причин наличия в уравнении случайного члена (ошибки) (.

Перечислим некоторые из них.

1) Невключение объясняющих переменных. Соотношение (1.1.1), скорее всего, является большим упрощением. В действительности существуют факторы, отличные от x1,…, xk, которые также оказывают влияние на y, но не учтены в формуле (1.1.1). Одна из причин этого в том, что существуют регрессоры, которые мы бы хотели включить в регрессионное уравнение, но не можем этого сделать в силу невозможности их измерения. Возможно также, что существуют факторы, которые мы можем измерить, но которые оказывают настолько слабое влияние на  y, что в целях упрощения вычислений его не стоит учитывать. Кроме того, могут быть факторы, которые являются существенными, но из-за отсутствия опыта мы их таковыми не считаем и не включаем в модель. 

2) Агрегирование переменных. Во многих случаях рассматриваемая зависимость – это попытка объединить некоторое число отдельных соотношений. Если рассматривать регрессионный анализ применительно к экономике, то, например, функция суммарного потребления – это попытка общего выражения совокупности решений отдельных индивидов о расходах. Так как отдельные соотношения, вероятно, имеют различные параметры, любая попытка определить соотношение между совокупными расходами и доходом является лишь аппроксимацией.

3) Неправильное описание структуры модели. Структура модели может быть описана неправильно или не совсем правильно. Например, если речь идет о временном ряде (т.е. xij = xtj , где t – момент времени, t = 1,…,n; j = 1,…,k), то значение y в момент t может зависеть не только от значений регрессоров в момент t, а и от значений их (или некоторых из них) в момент  t-1. Если ожидаемое и фактическое значения тесно связаны, то будет казаться, что между зависимой переменной и регрессорами существует зависимость, но это будет только аппроксимацией.

4) Неправильная функциональная спецификация. Функциональное соотношение между  y и  x1,…, xk  может быть определено математически неправильно. Истинная зависимость может оказаться более сложной, чем линейная.

5) Ошибки измерения. Если при измерении одной или нескольких взаимосвязанных переменных возникают ошибки, то наблюдаемые значения не будут соответствовать точному соотношению между зависимой и независимыми переменными, и расхождения будут вносить вклад в ошибку.

Ошибка (остаточный член) ( является суммарным проявлением факторов 1)-5) (и, может быть, некоторых других). Иногда ( описывается как шум.

             Контрольные вопросы к п. 1.1
1. Что такое «у» в уравнении (1.1.1)?
2. Что такое «Х» в уравнении (1.1.1)?

3. Что такое «(» в уравнении (1.1.1)?

4. Что такое «(» в уравнении (1.1.1)?

5. В чем основные причины наличия в уравнении (1.1.1) слагаемого (?
1.2. Основные гипотезы классической регрессионной модели
Классический линейный регрессионный анализ базируется на следующих предположениях, определяющих требования к независимым переменным и случайным ошибкам.  

1) Спецификация модели есть (1.1.1).
2) X – детерминированная матрица, rank (X) = k, т.е. регрессоры x1,…, xk линейно независимы.
3) а) Математическое ожидание ошибок равно нулю: E(i=0 (i = 1, …, n), т.е. случайный член не имеет ни положительного, ни отрицательного смещения (так называемое первое условие Гаусса – Маркова). 
б) Дисперсия ошибок постоянна для всех наблюдений: V(i = (2 (i = 1,…, n) (так называемое второе условие Гаусса – Маркова).

в) Ковариация ошибок в различных наблюдениях равна нулю: cov((i, (j) = 0 (i ( j; i, j = 1,…, n), т. е. ошибки (в разных наблюдениях) некоррелированы между собой (так называемое третье условие Гаусса – Маркова).

Условия 3) а - в могут быть записаны в матричном виде следующим образом: E( = 0, где E( = (E(1,…, E(n)( - вектор математических ожиданий ошибок; V( =(2I, где 
V( = 
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ковариационная матрица случайного вектора  (, In ( n – единичная матрица.

Модель 1)-3) есть классическая регрессионная модель. 

Часто к условиям 1)-3) добавляется дополнительное условие о нормальности распределения вектора ошибок: 

3() ( ( N (0, (2I).

В этом случае модель называется нормальной  регрессионной моделью.

Заметим, что условие 3() основывается на центральной предельной теореме - одной из основных теорем теории вероятностей.

 Контрольные вопросы к п. 1.2
1. В чем содержательный смысл первого условия Гаусса-Маркова?

2. В чем содержательный смысл второго условия Гаусса-Маркова?

3. В чем содержательный смысл третьего условия Гаусса-Маркова?

4. В каком случае модель 1)-3) называется нормальной?

5. В чем смысл центральной предельной теоремы теории вероятностей?

1.3.  Метод наименьших квадратов для парной регрессии
Пусть число регрессоров – два: регрессор-константа i = =(1,…,1)( и регрессор Х = (Х1,…,Хn)(. В этом случае модель называется моделью парной регрессии и записывается в виде

Yi = ( + (Xi + (i (i = 1,…,n).

Рассмотрим задачу «наилучшей» аппроксимации набора данных (X, Y) = (Xi, Yi), i = 1,…,n (не все Xi одинаковы!), линейной функцией  f(X) = ( + (X  в смысле минимизации функционала (суммы квадратов отклонений)
F ((, () = 
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Необходимыми условиями экстремума функционала являются 
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Имеем систему линейных уравнений
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Решая систему относительно (  и (, получаем
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Заметим, что, разделив числитель и знаменатель выражения для 
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 на  n2, мы получим:
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где Cov (X,Y) – выборочная ковариация переменных X и Y; Var(X) – выборочная дисперсия переменной X.
Используя методы дифференциального исчисления, можно показать, что 
[image: image20.wmf]Ù

a

 и 
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доставляют минимум функционалу (1.3.1).

Таким образом, суть МНК – минимизация суммы вида 
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З а д а ч а 1.3.1. Данные опыта приведены в таблице

	Xi
	2
	4
	6
	8
	10

	Yi
	4,5
	7,0
	8,0
	7,5
	9,0


Полагая, что X и Y связаны зависимостью вида Yi =(+(Xi + +(i (i = 1,…, n), найти оценки коэффициентов (  и ( с помощью метода наименьших  квадратов.

З а д а ч а 1.3.2. Вывести формулы для нахождения дисперсий МНК-оценок коэффициентов регрессии 
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З а д а ч а 1.3.3. Переменные X и Y связаны соотношением Yi = (Xi +(i (i = 1,…, n). Вывести формулу для нахождения МНК-оценки коэффициента регрессии.

З а д а ч а 1.3.4. Пусть выполнены все предположения классической парной регрессии, кроме предположения о постоянстве дисперсии ошибок, т.е. имеет место V(i = (i2  (i = =1,.., n), причем (i2 известны. Выведите формулы МНК-оценок коэффициентов регрессии в этом случае.

1.4.  Метод наименьших квадратов для множественной регрессии и его геометрическая интерпретация
Если регрессоров в модели более двух, то модель называется моделью множественной регрессии.

Рассмотрим общий случай метода наименьших квадратов.

Пусть зависимая переменная  y задана набором значений (y1,…,yn), а независимые переменные  xj  -  наборами  (x1j,…, xnj)  (j = 1,…,k), причем матрица Х (см. (1.1.1)) имеет ранг k.

Необходимо аппроксимировать набор данных линейной функцией  f(X) = X(  (относительно X и ( см. (1.1.1) и ниже).

Целью МНК является выбор вектора оценок 
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, минимизирующего функционал 

F(() = F((1,…, (k) = 
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В матричном виде имеем:

F(() = (y - X()(( y - X() = y( y - y( X( -( (X(y + ( (X(X( =

= y( y - 2( (X(y +( (X( X(.

Необходимое условие экстремума F(() получаем приравниванием к нулю производной последнего выражения по вектору (: 
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В силу условия 2) модели 1) - 3) существует матрица (X(X)-1. Тогда МНК-оценкой вектора (  будет вектор
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МНК = (X(X)-1X(y.                        (1.4.2)
П р и м е р. Оценим зависимость накоплений (у) от величины дохода (х1) и стоимости имущества (х2) по данным пяти семей (n = 5, все переменные измеряются в тыс. д.е.):

	у
	3
	6
	5
	3
	1

	х1
	40
	50
	40
	30
	30

	х2
	60
	40
	40
	20
	90


Итак, модель имеет вид (помимо х1 и  х2 включаем в модель константу; таким образом, в модели три регрессора):

у = ( + (1 х1 +(2 х2 + (
и задача состоит в нахождении 
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, 
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и 
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с помощью МНК (см. формулу (1.4.2)).

Шаг 1. Выписываем матрицу регрессоров Х (в первом столбце будут одни единицы, т.к. в регрессии есть константа; во втором столбце – значения переменной х1; в третьем – х2; таким образом, искомая матрица будет иметь размерность 5(3):
Х = 
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Шаг 2. Транспонируем ее (транспонированная матрица имеет размерность 3(5):

Х( = 
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Шаг 3. Умножаем Х( на Х. При умножении матрицы размерности 3(5 на матрицу размерности 5(3 мы получим матрицу размерности 3(3:

X(X = =
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Заметим, что полученная матрица квадратная, симметричная и имеет размерность, равную числу регрессоров (у нас три регрессора: регрессор х1, регрессор х2 и регрессор-константа i = (1,1,1,1,1)().                         
Шаг 4. Находим матрицу, обратную к матрице X(X:

(X(X)-1 = 
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Шаг 5. Находим матрицу X(y (X(3(5 ( y5(1 = (X(y)3(1):
X(y = 
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Шаг 6. Находим МНК-оценку вектора коэффициентов регрессии, применяя формулу (1.4.2):
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= (X(X)-1X(y  = =
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Итак, 
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и теперь мы можем выписать оцененную модель:
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 = -1,387 + 0,176 х1 – 0,034 х2.

Интерпретируем оцененные коэффициенты модели.

Судя по нашей выборке, доход (х1) положительно влияет на накопления, а стоимость имущества (х2) – отрицательно.  А именно, при увеличении дохода на одну тысячу д.е. накопления будут увеличиваться (в среднем) на 0,176 тысяч д.е.; при увеличении стоимости имущества на одну тысячу д.е. накопления будут уменьшаться (в среднем) на 0,034 тысяч д.е.
З а м е ч а н и е. Если rank(X) = k, то МНК-оценка 
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= =(
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) единственна.

Действительно, дважды дифференцируя  F(()  по (, получаем
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Из того, что rank(X) = k, следует, что матрица X(X положительно определена, поэтому функция F(() выпукла вниз и имеет единственный глобальный минимум, в котором  выполняется равенство
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Введем следующую терминологию.

Случайный вектор (
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)′ =
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 = X
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 называется вектором прогнозов значений  зависимой переменной y (заметим, что регрессионный анализ наиболее широко используется именно в целях прогнозирования), а вектор (е1,…, еn) = е = y - 
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= y - X
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- вектором остатков. 

Рассмотрим геометрическую интерпретацию метода наименьших квадратов (см. рис. 1.4.1). 

Представим  y  и  x1,…, xk  как векторы в n – мерном евклидовом пространстве Rn (k ( n). Из условия  rank (X) = k следует, что векторы x1,…,xk порождают k–мерное подпространство ( пространства Rn. Задача минимизации функционала (1.4.1) предполагает нахождение такого вектора 
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( (, для которого расстояние (а следовательно, и квадрат расстояния) между y и 
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 минимально, т.е. 
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= (y - X()((y - -X() ( min, 
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((. Как известно, минимальное расстояние между вектором и плоскостью есть длина перпендикуляра, опущенного из конца вектора на плоскость.
Рис. 1.4.1
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Таким образом, вектор 
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=X
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 есть ортогональная проекция вектора  y на подпространство ( и вектор остатков е = =y - 
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 ортогонален подпространству  (.

Далее необходимо разложить вектор 
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 по векторам x1,…, xk. Коэффициенты разложения 
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и есть МНК-оценки коэффициентов регрессии. Если rank (X) < k, то такое разложение не будет единственным.
З а м е ч а н и е. К одному из недостатков метода наименьших квадратов относится его неустойчивость к нарушениям предположения о нормальности распределения случайных ошибок. С утяжелением «хвостов» распределения они быстро теряют свои оптимальные свойства. Это связано с тем, что квадратичная функция потерь 
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=

n

i

i

e

1

2

(ei – остатки), используемая в МНК, придает слишком большой вес «далеким» отклонениям от регрессионной линии. Прогресс в области вычислительных методов позволил перейти к использованию функций потерь, растущих при ei( ( медленнее, чем 
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Контрольные вопросы к п.п. 1.3 и 1.4
1. Какова цель МНК?

2. В чем содержательный смысл МНК?

3. Какова геометрическая интерпретация МНК?

4. Каково необходимое условие экстремума функционала (1.3.1)?

5. Каково достаточное минимума функционала (1.3.1)?

1.5. Теорема Гаусса-Маркова
Докажем теорему, дающую достаточные условия эффективности МНК - оценки вектора коэффициентов регрессии.
 Т е о р е м а. Пусть имеется модель  y = X( + (, где yn(1 = (y1,…,yn)( - вектор зависимых переменных; X n(k  -  матрица независимых переменных; (k(1 – вектор коэффициентов; (n(1- вектор ошибок. Пусть, далее, X – детерминированная матрица ранга  k; Е( = 0, V( = (2I (т. е. выполнены условия Гаусса-Маркова). Тогда МНК- оценка вектора коэффициентов 

[image: image71.wmf]Ù
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МНК  =  (X(X)-1X(y 

имеет наименьшую дисперсию среди всех линейных по y несмещенных оценок вектора (.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем: 
[image: image72.wmf]Ù
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=
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МНК – несмещенная оценка вектора  (, т. е. E
[image: image74.wmf]Ù
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=(. Имеем

E
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 = E((X(X)-1X( y) = (X(X)-1X( E(y) = (X(X)-1X( E(X( + () =

= (X(X)-1X( X( = (.                                    (1.5.1)
Пусть А ( (X(X)-1X(, тогда 
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 = Аy.
Обозначим через 
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 любую другую линейную по y несмещенную оценку вектора (.  В силу ее линейности она представима в виде 
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=(А + С) y, где С – неслучайная матрица.

Так как оценка
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 несмещенная, то Е
[image: image80.wmf]b

~

 = (. Тогда 

( = Е
[image: image81.wmf]b

~

 = Е(А + С) y = (А + С)Е(y) = (А + С) X( =

= А X( + С X( = (I + С X)(, 

откуда следует, что СX = 0.

Найдем ковариационную матрицу МНК – оценки:

V
[image: image82.wmf]Ù

b

= V(А y) = А V( y) А(= А V(X( + () А( = А V(() А(=

=А (2I  А( =(2 А А(= (2(X(X)-1 X( X (X(X)-1= (2(X(X)-1.      (1.5.2)
Далее, т. к. СX = 0, имеем:
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- ( = (А + С)y -( = (А + С) (X( + () - ( =

= АX( + СX( + (А+ С)( -( = ( + (А+ С) ( - ( = (А+ С)(.

Найдем ковариационную матрицу оценки 
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=(А+ С)V(() (А(+ С () = (А+С) (2I (А(+ С ()= 

=(2(А+ С) (А(+ С () =(2 (AА(+ AС (+ СA( + СС () = 

= (2 ((X(X)-1 X( X (X(X)-1+(X(X)-1X(С (+ СX (X(X)-1 + СС ()=  

= (2 (X(X)-1  + (2СС ( = V 
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 + (2СС (,

т. к.  X (С (= (СX)(= 0.

Таким образом, 

V
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= V
[image: image96.wmf]Ù

b

+ (2СС (.

Но матрица  СС ( неотрицательно определена, поэтому

V
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Далее, i-й диагональный элемент матрицы ковариаций случайного вектора  есть дисперсия  i – й компоненты вектора, поэтому

V
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, i = 1, …, n.

Итак, вектор 
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 имеет наименьшую дисперсию среди дисперсий всех линейных по y несмещенных оценок вектора коэффициентов. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. Эйкер (см. список литературы) рассмотрел вопрос о состоятельности и асимптотической нормальности МНК-оценки при объеме выборки, стремящемся к бесконечности. При слабых ограничениях он показал, что МНК-оценка является состоятельной оценкой вектора коэффициентов регрессии тогда и только тогда, когда наименьшее собственное значение матрицы  X(X  стремится к бесконечности. Такое ограничение на наименьшее собственное значение весьма слабо, поэтому указанный результат имеет широкое применение. Эйкер также доказал теорему, содержащую необходимые и достаточные условия для асимптотической нормальности каждой компоненты вектора оценок.

Заметим также, что если условия Гаусса - Маркова не выполнены, то, вообще говоря, можно найти оценки, которые будут более эффективными по сравнению с оценками, полученными обычным методом наименьших квадратов. 

З а д а ч а 1.5.1. Имеется классическая модель парной регрессии

Yi = ( + (Xi + (i, i = 1, …, n.

Рассмотрим оценку 
[image: image102.wmf]b
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 коэффициента (, отличную от его МНК-оценки:
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а)  Показать несмещенность 
[image: image104.wmf]b
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.
б)  Вычислить дисперсию 
[image: image105.wmf]b

~

.
в)  Сравнить дисперсию МНК - оценки ( (см. задачу 1.3.2) с дисперсией оценки 
[image: image106.wmf]b

~

.
Контрольные вопросы к п. 1.5
1. Какая оценка называется несмещенной?

2. Какая оценка называется эффективной?

3. Какая оценка называется состоятельной?

4. Сформулируйте теорему Гаусса-Маркова.

5. В чем идея доказательства теоремы Гаусса-Маркова?

1.6.  Оценка для дисперсии ошибок
Кроме вектора (, в модели 1)-3) есть еще величина, подлежащая оцениванию, - дисперсия ошибок  (2.

Для получения оценки величины (2 используются введенные нами в п. 1.3 остатки регрессии еi. Заметим, что и ошибки (i, и остатки еi являются случайными величинами, но, в отличие от ошибок, остатки вычислимы. 

Вычислим математическое ожидание и ковариационную матрицу вектора остатков. Имеем

Ee = E(y - X
[image: image107.wmf]Ù
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) = E(y - X(X(X)-1X( y) = E(I - X(X(X)-1X() y = 

= (I - X(X(X)-1X()Ey = (I - X(X(X)-1X() X( = 

= X( - X(X(X)-1X(X( = X( - X(  = 0,                          (1.6.1)
Ve = V(I - X(X(X)-1X()y = (I - X(X(X)-1X()V(y) (I - X(X(X)-1X()( =
= (I - X(X(X)-1X()V(X( + () (I - X(X(X)-1X() = (I - X(X(X)-1X()(2I (
( (I - X(X(X)-1X() = (2(I - X(X(X)-1X( - X(X(X)-1X( + X(X(X)-1X((
( X(X(X)-1X( X(X(X)-1X() = (2(I - X(X(X)-1X().                  (1.6.2)

Рассмотрим сумму квадратов остатков регрессии е(е. Имеем (tr(A) – след матрицы А, tr(AВ) = tr(ВA)):

E(е(е) = tr(Ve )=(2 tr(I-X(X(X)-1X() = (2(trI- tr(X(X(X)-1X()) =
= (2(trI - tr(X(X(X(X)-1)) = (2(trIn(n - trIk(k) = (2(n - k).   (1.6.3)

Таким образом, 

Е
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 е(е = (2.

Итак, величина  s2 =
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е(е является несмещенной оценкой для дисперсии ошибок (2.
Величина s = 
[image: image110.wmf]2

s

есть стандартная ошибка.
Найдем распределение величины s2. 

Имеем (см. 1.6.1):
e = (I-X(X(X)-1X()y = (I- X(X(X)-1X()(X( + ()=X( -X(X(X)-1X(X( +
 +( - X(X(X)-1X((  = (I - X(X(X)-1X()(.                      (1.6.4)
Далее, 

е(е = ((I - X(X(X)-1X()()((I - X(X(X)-1X()( =
=(((I - X(X(X)-1X()(I - X(X(X)-1X()( = (((I - X(X(X)-1X()(.
Из курса теории вероятностей известно, что, если случайный вектор x имеет стандартное нормальное распределение, а детерминированная матрица  М симметрична и совпадает со своим квадратом, то случайная величина  x(Мx  имеет распределение хи-квадрат с числом степеней свободы, равным рангу матрицы М.
Пусть теперь мы находимся в рамках нормальной регрессионной модели, т. е. к модели 1)-3) добавлено условие 3() (см. п. 1.2).

Имеем:


[image: image111.wmf]2

s

e

e

¢

= 
[image: image112.wmf]¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

s

e

(I - X(X(X)-1X()
[image: image113.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

s

e

,

где 
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( N(0, I), а матрица I - X(X(X)-1X( симметрична и совпадает со своим квадратом (мы показали это при вычислении величины Ve (1.6.2)).

Тогда
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Из курса линейной алгебры известно: ранг матрицы, которая является симметричной и совпадает со своим квадратом, равен ее следу. Значит (см. вычисление величины E(е(е) (1.6.3)) 

rank (I - X(X(X)-1X() = tr (I - X(X(X)-1X() = n – k.

Итак, 
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т.е. 

s2 =
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 EMBED Equation.3  [image: image119.wmf]k
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(2(n - k).           (1.6.6)

Зная оценку для дисперсии ошибок, мы можем найти оценки для дисперсий МНК-оценок коэффициентов регрессии.

Имеем (см. доказательство теоремы Гаусса-Маркова)
V
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где по диагонали стоят дисперсии величин 
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, обозначаемые 
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. Очевидно, что для оценки матрицы V
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 целесообразно предложить матрицу 
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=s2(X(X)-1, по диагонали которой и будут находиться искомые оценки для дисперсий МНК-оценок коэффициентов, обозначаемые 
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Величины 
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есть стандартные ошибки оцененных коэффициентов регрессии.

З а д а ч а 1.6.1. Соберите выборку данных объема n ( 10 о величинах веса (Y) и роста (X) студентов (можно использовать данные вашей учебной группы). Считая, что вес есть линейная функция от роста, оцените с помощью МНК модель классической регрессии 

Yi = ( + (Xi + (i, i = 1, …,n,
т.е. найдите оценки  
[image: image133.wmf]Ù
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, и, таким образом, уравнение
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Xi,  i = 1, …,10.
Найдите оценку дисперсии ошибок для полученного уравнения (какое распределение она будет иметь?) и стандартные ошибки оценок коэффициентов регрессии. 

Контрольные вопросы к п. 1.6
1. Для чего применяется статистика s2?

2. Каково распределение статистики s2?

3. Что такое стандартная ошибка и что она показывает?

4. С помощью какой матрицы оценивается ковариационная матрица вектора оценок коэффициентов регрессии?

5. Как вычисляются стандартные ошибки оцененных коэффициентов регрессии?

1.7.  Коэффициент детерминации
Продолжим исследование оцененной модели.

Рассмотрим, например, парную регрессию. 

Даже в том случае, когда X и Y независимы, наблюдаемые значения можно нанести на плоскость в виде точек и подобрать к ним прямую по методу наименьших квадратов. Такая прямая будет иметь, как правило, нулевой коэффициент наклона. Ненулевой наклон является тогда следствием случайности и не отражает линейной зависимости между X и Y. Как проверить, является ли регрессия значимой?

Введем величину, измеряющую степень согласованности оцененной модели с выборочными данными (качество аппроксимации данных).

Рассмотрим вариацию зависимой переменной - величину
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Преобразуем ее следующим образом:
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Покажем: последнее слагаемое равно нулю, если среди регрессоров есть константа.

Заметим, что для любой матрицы регрессоров Х имеет место равенство

X(e = 0,

или, что то же самое,

(x1(,e) =…= (xk(,e) = 0,                                 (1.7.1)

что означает ортогональность остатков регрессорам.

Действительно, 

X(e = X((y - X
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) = X(y - X(X
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= X(y - X(X(X(X)-1X(y = 0.

Итак, пусть один из регрессоров имеет вид 
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= i = =(1,…,1)( (i0 ( {1, …, k}). В векторной форме будем иметь (
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в силу равенств (1.7.1) и того, что среди регрессоров есть регрессор i.

Итак, 
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Величина 
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есть полная вариация зависимой переменной. Если среди регрессоров есть константа, то она представима в виде суммы двух слагаемых: 
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 (части вариации, объясненной регрессией) и 
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 (части вариации, не объясненной регрессией, т.е. связанной с остатками).

Введем следующее определение. 

Величина  

R2 ( 
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называется коэффициентом детерминации модели.

Статистика R2 представляет собой долю объясненной регрессией вариации зависимой переменной.

З а м е ч а н и е. Из вышеизложенного следует, что коэффициент детерминации определен корректно тогда и только тогда, когда среди регрессоров есть константа.

Далее, для значений коэффициента детерминации выполнены неравенства

0 ( R2 ( 1.

Рассмотрим крайние случаи.

R2 = 0 означает (см. рис. 1.7.1), что 
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, i = 1,…, n.

Рис. 1.7.1


[image: image169]
Таким образом, равенство нулю коэффициента детерминации означает, что мы имеем наихудшую из возможных аппроксимацию данных -  все прогнозы зависимой переменной равны одному и тому же числу, а именно, тривиальному прогнозу - выборочному среднему.

R2 = 1 означает (см. рис. 1.7.2), что 
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Рис. 1.7.2


[image: image172]
В этом случае аппроксимация данных - наилучшая из возможных: все прогнозы зависимой переменной совпадают с ее выборочными значениями.

З а м е ч а н и е. К недостаткам введенной статистики относится то, что при добавлении в уравнение регрессии любых новых регрессоров (может быть, совершенно не связанных с зависимой переменной) коэффициент детерминации только в лучшем случае сохранит прежнее значение, чаще всего можно ожидать его увеличения, обусловленного использованием выборочных данных. Докажем это.
Пусть регрессия у на х1,…, хk привела к коэффициенту детерминации R2k, при этом 
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 - проекция вектора у на подпространство (, образованное векторами х1,…, хk (см. рис. 1.4.1), ek = у - 
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Пусть теперь множество регрессоров есть х1,…, хk, хk+1. Тогда проекция вектора у на подпространство ((, образованное векторами х1, …, хk, хk+1 есть 
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                             Рис. 1.7.3

[image: image185]
На рис. 1.7.3 проиллюстрировано сказанное при k =1, n= 3. При этом ( - подпространство, образованное вектором х1 (прямая), (( - подпространство, образованное векторами х1 и х2 (плоскость).
Указанный недостаток может быть устранен введением так называемого скорректированного (на число регрессоров) коэффициента детерминации
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     (n > k),

который (можно показать) уже не увеличивается при добавлении в модель новых регрессоров.

Суть коррекции сводится к тому, что (обычный) коэффициент детерминации можно записать в виде

R2 = 1-
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где в числителе и знаменателе стоят смещенные оценки для дисперсии ошибок и дисперсии зависимой переменной (соответственно). Заменяя эти оценки несмещенными, получаем выражение для 
[image: image189.wmf]2
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Скорректированный коэффициент детерминации является лучшей оценкой для истинного коэффициента детерминации, чем обычный.
З а д а ч а 1.7.1. Доказать следующие свойства статистики 
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:

а)
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= 1 - (1- R2)(n - 1)/(n - k).

б)
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 может принимать отрицательные значения.

З а д а ч а 1.7.2. Дана выборка

	Xi
	2
	5
	6
	7
	9

	Yi
	4
	4
	4
	7
	7


а) Оценить по выборке модель

Yi = ( + (Xi + (i, i = 1, …, 5
и вычислить коэффициент детерминации R2.

б) Оценить по той же выборке модель

Yi = (Xi + (i, i = 1, …, 5
и вычислить коэффициент детерминации R2 в этом случае.

в) Пояснить ситуацию.

Контрольные вопросы к п. 1.7
1. Для чего применяется статистика R2?

2. В каком случае коэффициент детерминации определен корректно и почему?

3. Что означает ситуация, когда коэффициент детерминации равен нулю?

4. Что означает ситуация, когда коэффициент детерминации равен единице?

5. Для чего введен скорректированный коэффициент детерминации и как он определяется?

1.8.  Проверка статистических гипотез
Экспериментаторы нередко предлагают модели, которые на самом деле являются более общими, чем истинные. Например, экспериментатор может включить в модель, которая на самом деле имеет один регрессор (не считая регрессор - константу), два регрессора:  x1 и x2. При этом он предполагает, что оба регрессора влияют на зависимую переменную, хотя фактически на нее влияет только разность x1 - x2.

Если использовать оба регрессора (и регрессор – константу), модель будет выглядеть следующим образом:

y = (0 + (1x1 + (2x2 + (.

Если же оправдано то, что на y влияет только разность x1 - - x2, будем иметь модель 

y = (0 + ( (x1 - x2) + (.

Как проверить предположение, что для зависимой переменной важна только разность x1 - x2?

В этом случае ставится вопрос: «Справедливо ли соотношение (1 + (2 = 0 ?».

Таким образом, речь идет о проверке нулевой гипотезы Н0: (1 + (2 = 0 против альтернативной гипотезы Н1: (1 + (2 ( 0.

Так как гипотеза Н0 есть утверждение о линейной комбинации параметров, мы называем ее линейной гипотезой. Линейные гипотезы могут включать не одно, а несколько утверждений о параметрах регрессии.

Приведем несколько фактов, которые понадобятся нам в дальнейшем.

Все рассуждения этого пункта будем проводить в предположении, что классическая регрессионная модель нормальна, т. е. в уравнении регрессии

y = X( + (
имеет место 

( ( N (0, (2I ).

В этом случае МНК – оценка 
[image: image195.wmf]Ù
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 вектора коэффициентов ( тоже будет иметь нормальное распределение.

Действительно,
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b

= (X(X)-1X(y.

Но если вектор ( имеет нормальное распределение, а матрица X неслучайна, то и вектор y будет иметь нормальное распределение (это известно из курса теории вероятностей). Тогда вектор 
[image: image197.wmf]Ù

b

 будет распределен нормально с параметрами (см. (1.5.1) и (1.5.2))  E
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=(, V 
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= (2(X(X)-1.

Заметим, что 
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 можно представить как сумму истинной части и части, связанной с ошибками:
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= (X(X)-1X(y = (X(X)-1X((X( + () =

= (X(X)-1X(X( + (X(X)-1X(( = ( + А(,

где А ( (X(X)-1X(.

Итак,


[image: image202.wmf]Ù
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= ( + А(.                                  (1.8.1)

Далее, вектор остатков e тоже распределен нормально. Его можно выразить через ошибки следующим образом (см. (1.6.4)):

е = (I - X(X(X)-1X()( = В(,                            (1.8.2)  

где В ( I - X(X(X)-1X(.

С учетом этого имеем (см. (1.6.1) и (1.6.2))

е ( N(0, (2В).

Из курса теории вероятностей известно, что нормальные случайные величины (вектора) независимы тогда и только тогда, когда они некоррелированы.

Покажем некоррелированность 
[image: image203.wmf]Ù
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и е.

Имеем (см. (1.8.1) и (1.8.2))
Cov(
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b

,е) = Е(
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Таким образом, мы показали, что 
[image: image209.wmf]Ù
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 и  е независимы.

1. Проверка гипотезы Н0: (j = bj. Пусть 
[image: image210.wmf]Ù
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- МНК-оценка коэффициента регрессии (j,  j ( {1,…, k}.

Рассмотрим стандартное отклонение 
[image: image211.wmf]Ù
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 величины 
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 и его оценку – стандартную ошибку 
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(см. п. 1.6).

Составим следующую статистику:
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Найдем ее распределение.

Как мы показали, имеет место утверждение 
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 ( N ((, (2(X(X)-1),
из чего следует:
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Тогда
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Далее (см. (1.6.7))
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 EMBED Equation.3  [image: image222.wmf](
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В пункте 1.6 (см. (1.6.6)) мы показали: 
s2 (
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(2(n - k),

значит,
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Далее, 
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 и  е независимы, а s2 есть функция от е, поэтому 
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 и  s2 также независимы.

Итак, по определению статистики Стьюдента, 

t = 
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( t (n - k),

где t(n - k) - статистика Стьюдента с (n - k) степенями свободы.

Упрощая (1.8.3), имеем: 
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При справедливости гипотезы Н0 имеет место 

t  =
[image: image231.wmf]Ù
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Мы отвергаем гипотезу Н0: (j = bj на (1 - с)-процентном уровне значимости, если

(t( =
[image: image232.wmf]Ù

-

Ù

j

s

b

j

j

b

b

 >  tc (n - k),                          (1.8.4)
где  tc (n - k) - двухстороннее с - процентное критическое значение статистики Стьюдента с  (n - k) степенями свободы.

Частный случай гипотезы Н0, а именно, Н0: (j = 0, можно использовать для проверки гипотезы об отсутствии статистически значимого отличия от нуля коэффициента (j, т.е. об отсутствии статистически значимой связи между регрессором xj и зависимой переменной y.

А именно, при справедливости гипотезы Н0: (j = 0 соответствующая  t - статистика имеет вид

t = 
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Если  

(t( =
[image: image234.wmf]Ù

Ù

j

s

j

b

b

 < tc (n - k),

то мы не отвергаем гипотезу Н0 на (1 - с) - процентном уровне значимости и считаем, что коэффициент (j незначимо отличен от нуля (незначим) и между  xj  и  y нет статистически значимой связи. В этом случае (с учетом остальных обстоятельств) регрессором  xj можно пренебречь.

Неравенство (1.8.4) можно использовать для построения с- процентного доверительного интервала для истинного содержания коэффициента (j. 

Имеем:  
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 tc (n - k) < (j < 
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tc (n - k).           (1.8.5)

Таким образом, (1.8.5) есть с - процентный доверительный интервал для истинного содержания  коэффициента (j.

З а м е ч а н и е. Напомним факт, известный из курса математической статистики. Оцененный коэффициент 
[image: image237.wmf]Ù
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 обеспечивает точечную оценку рассматриваемого параметра  (j, но при этом вероятность того, что значение 
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 будет в точности равно (j, ничтожно мала. Доверительный интервал дает так называемую «интервальную» оценку параметра (j, т.е. диапазон значений, который будет включать его истинное значение с заранее заданной вероятностью в с процентов (с можно задать достаточно большим).
2. Проверка гипотезы H0: H( = b. Рассмотрим гипотезу о значениях коэффициентов регрессии общего вида H0: H( = b, где Hq(k - заданная (детерминированная) матрица, bq(1 - заданный (детерминированный) вектор, (k(1 - вектор коэффициентов регрессии.

Пусть также q ( k и rank (H) = q (строки матрицы Н, или ограничения на параметры, независимы).

В силу нормальности распределения вектора 
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 вектор Н
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- b также будет распределен нормально.

Вычислим параметры его распределения:

E(Н
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)Н(= (2H(X(X)-1Н(.

Таким образом,

Н
[image: image246.wmf]Ù
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- b ( N(Н( - b, (2H(X(X)-1Н().

Применим следующее утверждение, известное из курса теории вероятностей: если случайный вектор х имеет нормальное распределение с математическим ожиданием Еx и невырожденной матрицей ковариаций Vx размерности n ( n, то вектор (x - Еx)((Vx) -1(x - Еx) имеет распределение (2(n).

Итак, при условии справедливости гипотезы H0: H( = b случайный вектор
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имеет распределение (2(q) (rank AВ ( min(rank A, rank В)).

Рассмотрим статистику 

F = 
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Имеем (при справедливости гипотезы H0, см. также (1.6.6)):

F=
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Из независимости 
[image: image256.wmf]Ù
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 и е следует, по определению статистики Фишера, что  F  имеет распределение Фишера F ( q, 

n - k).

Если величина статистики (1.8.6) больше  соответствующего критического значения статистики  Fс (q, n - k), то мы отвергаем гипотезу H0 на (1- с)-процентном уровне значимости (например, если F >F0,95(q, n-k), то мы отвергаем нулевую гипотезу с вероятностью ошибки первого рода, равной 5%).

Построим с-процентную  доверительную область для истинного содержания коэффициентов регрессии (при этом вид матрицы Н будет зависеть от того, какие именно коэффициенты мы рассматриваем).

Имеем: 
F = 
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( F(q, n - k).

Условие F < Fс(q, n - k) задает с-процентную доверительную область для истинного содержания коэффициентов регрессии.

Рассмотрим пример на применение изложенной теории.

П р и м е р. Дана система

y1 = (1 + (1

y2 = 2(1 - (2 + (2

y3 = (1 + 2(2 + (3,

где ( ( N(0, (2I).

Пусть Н0: (1 =(2.

Найдем F - статистику (1.8.6) для проверки этой гипотезы.

В матричном виде наша система выглядит следующим образом:
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т. е. y = X( + (, где rank(X3(2) = 2.

Гипотеза Н0 имеет вид
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или  H( = b, где rank(Н1(2) = 1, b1(1 = 0.

Тогда в (7.9) имеем: n = 3, k = 2, q = 1.

Найдем матрицу X(X:

X(X = 
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Тогда 
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Далее имеем:

e(е = (y - X
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)((y - X
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т.к. остатки ортогональны регрессорам,  т.е.  X(е = 0.

Таким образом, 

e(е =  y(y -
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В нашем примере

e(е = 
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Тогда 

H(X(X)-1Н( = 
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Имеем:

F=
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если нулевая гипотеза справедлива.

Остается вычислить статистику F (используя выборочные данные) и сравнить ее с критической статистикой Fс(1, 1).

Если F > Fс(1, 1), то мы отвергаем нулевую гипотезу на выбранном уровне значимости.  
Мы рассмотрели общий случай линейных ограничений на коэффициенты регрессии. 

Обратимся к некоторым часто встречающимся частным случаям.

3. Проверка гипотезы Н0: (k-q+1 = ( k-q+2 = … = (k = 0. В данном случае речь идет о проверке на значимость части регрессоров, а именно, регрессоров с номерами  k-q+1, k-q+2,…, k. Эта гипотеза есть частный случай гипотезы  H0: H( = b  при матрице Н вида 

Нq(k = 
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где нули занимают первые k - q, столбцов, и векторе 

bq(1 = (0,…,0)(
Обратимся к теории блочных матриц.

Разобьем участвующие в проверке гипотезы матрицы на блоки следующим образом, учитывая равенство k = (k - q) + q:

Нq(k = [0, I],

где 0q((k - q) - матрица, состоящая из одних нулей, Iq(q - единичная матрица.

Аналогичным образом
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Xn(k = 
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= [X1, X2 ].

Тогда

Н
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Далее, 
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По правилам нахождения матриц, обратных блочным, имеем

М -1 = 

=
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Выпишем выражение (1.8.6) в наших обозначениях.

Имеем:

(Н
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где

B1 ( I  - X1(X(1X1)-1X(1.

Далее, обозначая через е1 остатки регрессии  y на  X1, имеем:

е1 = B1y = B1(X1
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т.к. (проверьте!) B1X1 = 0 и  B1e = e.

Тогда 

е(1 е1=(B1X2
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Так как остатки ортогональны всем регрессорам, имеем

е(B1X2 = е(X2 = 0, X(2 B(1е = X(2 е = 0. 

Кроме того, 

B(1B1 = B1.

Тогда 

е(1 е1 = е(е + 
[image: image339.wmf]2
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Итак, 
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Значит, статистика (1.8.6) в нашем случае имеет вид (при справедливости гипотезы H0):

F = 
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( F(q, n - k).                      (1.8.7)

Если в (1.8.7) F > Fc(q, n - k), то мы отвергаем нулевую гипотезу на выбранном уровне значимости и считаем, что регрессоры с номерами  k - q + 1, k - q + 2,…, k  значимы на выбранном уровне.

4. Проверка гипотезы Н0: (2 = (3 = … = (k = 0. Эта гипотеза - частный случай гипотезы Н0: (k-q+1 = ( k-q+2 = … = (k = 0 при q = k - 1.

Пусть среди регрессоров есть константа. Без ограничения общности будем считать, что первый столбец матрицы  Х  есть   i = (1,…,1)(.

Формально проверка гипотезы Н0 будет означать проверку на взаимную конкуренцию двух моделей:  
y i = (1 + (2xi2 +…+ (k xik+ (i, i = 1,…,n

и

yi = (1 + (i, i = 1,…,n.

Таким образом, мы проверяем, есть ли эффект от введения в уравнение регрессии факторов x2 , x3,…, xk.

Статистика (1.8.7) в нашем случае будет иметь вид 

F = 
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где е - остатки регрессии y на X  = [X1, X2 ], а е1 - остатки регрессии y на X1 = i  (обозначения см. в предыдущем подпункте).

Запишем статистику (1.8.8) в следующем виде.

Имеем:

е1 = y - X1
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Далее,

е(1 е1 - е( е = 
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Таким образом, (1.8.8) имеет вид

F =
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и при справедливости нулевой гипотезы  F ( F(k - 1, n - k). 

Мы отвергаем нулевую гипотезу на (1 - с) - процентном уровне значимости, если F > Fc(k - 1, n - k) и тем самым считаем, что регрессоры  x2, x3,…, xk  статистически значимы (на выбранном уровне значимости).

В противном случае (с учетом остальных обстоятельств) следует пересмотреть набор регрессоров.

З а м е ч а н и е. Отметим, что важным моментом теории проверки гипотез и построения доверительных интервалов является предположение о нормальности распределения ошибок модели. Если ошибки не являются нормально распределенными, но выполняются условия асимптотической нормальности МНК - оценки, можно показать, что построенные таким образом критерии проверки гипотез и доверительные интервалы являются асимптотически оптимальными.

З а д а ч а 1.8.1. Была собрана выборка из 464 наблюдений для оценки зависимости цены квартиры от различных факторов.

Оценивание данных дало следующее уравнение регрессии (в скобках указаны стандартные ошибки оцененных коэффициентов регрессии 
[image: image354.wmf]j
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у = 7,106 + 0,670х1 + 0,431х2 + 0,147х3 - 0,114х4.

                (0,290)     (0,069)          (0,049)          (0,060)         (0,016)     

Здесь у - логарифм цены квартиры; х1 - логарифм жилой площади; х2 - логарифм  площади нежилых помещений; х3 - логарифм площади кухни; х4 - логарифм расстояния от центра города (в соответствующих единицах измерения).
Проверить на 5%-ю значимость коэффициенты регрессии и построить 95%-е доверительные интервалы для истинного содержания каждого коэффициента.

З а д а ч а 1.8.2. 
Дана выборка (x1 = i)
	yi
	x i2
	x i3

	3
	4
	2

	3
	5
	3

	4
	6
	4

	5
	8
	6

	5
	9
	5


Оценить по выборке модель

yi = (1 + (2xi2 + (3 xi3+ (i, i = 1,…,5

и выполнить следующие задания:

а) Проверить на значимость на 5 и 10-процентных уровнях коэффициенты регрессии. Сделать соответствующие выводы.

б) Построить 95-процентный доверительный интервал для каждого коэффициента регрессии.

в) Проверить на 5-процентном уровне значимости гипотезу Н0: (1 = 1, (2 =(3.

г) Проверить на 1-процентном уровне значимости гипотезу Н0: (2 =(3 = 0.

д) Построить 95-процентную доверительную область для коэффициентов (2 и (3.

Контрольные вопросы к п. 1.8
1. Что такое статистическая гипотеза?

2. С помощью какой статистики проверяются на значимость отдельные коэффициенты регрессии?

3. Что такое 95%-й доверительный интервал для коэффициента регрессии?

4. Что такое линейное ограничение общего вида?

5. С помощью какой статистики проверяется на значимость регрессия в целом?

1.9.  Проблема мультиколлинеарности
Рассмотрим одну из проблем, которые могут встретиться при оценивании регрессионной модели.

В регрессионных задачах кроется масса подводных камней. Один из них хорошо известен под именем «проблемы мультиколлинеарности». В простейшем случае эта проблема возникает, когда мы исследуем под разными названиями практически одну и ту же величину, а затем используем разные ее меры для построения регрессии между почти эквивалентными регрессорами и зависимой переменной. По существу, эта трудность возникает тогда, когда мы пытаемся рассматривать одну порцию информации как две разные. Это неизбежно ведет к произволу в значении параметров для используемых источников информации. Такая ситуация легко может возникнуть при исследовании социальных или экономических задач, где в регрессию включается множество переменных, часто измеряющих одно и то же. 

Рассмотрим пример на измерения размеров сердца и грудной клетки.

Биостатистик провел две серии измерений объема грудной клетки двенадцатилетних мальчиков с интервалом в несколько месяцев. Кроме того, были проведены прямые исследования объемов их сердец. Эти измерения использовались для построения регрессионного уравнения, предсказывающего размеры сердца. Было получено уравнение


[image: image355.wmf]Ù

y

= 10 + 8x1 + 3x2,                                (1.9.1)

где y - объем сердца; x1 - первый замер объема грудной клетки; x2 - второй замер объема грудной клетки.

Уравнение было получено методом наименьших квадратов по данным обследования одной группы мальчиков. Однако когда в той же части страны была обследована другая группа мальчиков того же возраста, то оказалось, что регрессионное уравнение выглядит примерно так:
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y

= 10 + 5x1 + 6x2.                                  (1.9.2)

Упомянутый биостатистик, естественно, был смущен значительной разницей в коэффициентах, так как обе выборки были достаточно представительными и вполне сравнимыми. Какое же из уравнений следовало предпочесть?

В данном случае произошло следующее.

Для каждого мальчика  x1 и  x2 отличались очень мало. Причем различия были обусловлены в основном не естественным ростом, а ошибками измерений. Можно было бы использовать одно усредненное значение объема грудной клетки  x, что привело бы к регрессионному уравнению вида
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y

= 10 + 11x.                                      (1.9.3)

Заметим, что коэффициент при  x в уравнении (1.9.3) есть сумма коэффициентов при x1 и  x2 в обоих уравнениях (1.9.1) и (1.9.2) (в реальном примере суммы этих коэффициентов почти совпадали).

С геометрической точки зрения экспериментальные точки лежат в трехмерном пространстве (x1, x2, y) практически на одной прямой. Поэтому построение плоскости по этим точкам становится невозможным. 

Если точки лежат близко к прямой, то задача «плохо определена» - небольшие изменения положения точек будут «раскачивать» плоскость.

Перейдем к определениям.

Одно из основных предположений классической регрессионной модели относится к матрице исходных данных Х, которая, имея порядок  n ( k, должна иметь ранг k, т.е. среди векторов - регрессоров не должно быть линейно зависимых векторов. Это предположение потребовалось, чтобы обеспечить обратимость матрицы X(X, необходимую для вычисления методом наименьших квадратов оценки 
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b

= (X(X)-1X(y (если ранг матрицы X меньше k, то и ранг матрицы  X(X  меньше k, т. е. матрица X(X вырождается).

Крайний случай мультиколлинеарности возникает, когда все или некоторые из векторов, входящих в матрицу Х, подчиняются точной (функциональной) линейной связи. 

Менее крайним, но достаточно серьезным оказывается случай, когда гипотеза 2) (см. модель 1)-3)) еще удовлетворяется, но существует вполне ощутимая, хотя и не точная линейная зависимость между несколькими или всеми регрессорами, т.е., регрессоры коррелированы между собой (иногда употребляют термин «сопряженность независимых переменных» вместо более распространенного «коррелированность», тем самым подчеркивая детерминированность независимых переменных).

Основные последствия мультиколлинеарности таковы:

1. Падает точность оценивания. Это проявляется в трех аспектах: ошибки некоторых конкретных оценок становятся очень большими; эти ошибки оказываются сильно коррелированными между собой; выборочные дисперсии оценок резко возрастают.

2. Исследователи время от времени сталкиваются с некорректностью введения в анализ тех или иных переменных, поскольку коэффициенты при них оказываются незначимыми. Однако истинная причина может заключаться совсем не в том, что эти переменные не влияют на объясняемую переменную, а в том, что множество выборочных данных не позволяет это влияние отразить.
3. Оценки коэффициентов становятся неустойчивыми относительно множества выборочных данных: добавление небольшого количества наблюдений может иногда привести к  сильным изменениям значений некоторых коэффициентов.
Опишем некоторые методы борьбы с мультиколлинеарностью.

Различные методы, которые могут быть использованы для смягчения мультиколлинеарности, делятся на две категории:

Во-первых, это попытки повышения степени выполнения условий, обеспечивающих надежность оценок регрессии;

Во-вторых - использование внешней информации.

Рассмотрим некоторые из первой группы методов.

Если сначала использовать возможные непосредственно получаемые данные, то, очевидно, можно увеличить число наблюдений. Если данные являются временными рядами, то это можно сделать путем сокращения продолжительности каждого периода времени. Например, можно перейти с использования ежегодных данных на использование ежеквартальных данных. Если, например, у нас имеются ежегодные наблюдения, собранные за десятилетний период, то при таком переходе их станет сорок. Это сделать достаточно просто, поэтому большинство исследователей, оценивающих временные ряды, почти автоматически применяют ежеквартальные данные (если они имеются) вместо ежегодных, даже если проблема мультиколлинеарности не стоит, просто для сведения к минимуму дисперсий оценок коэффициентов регрессии.

В этом подходе существуют и потенциальные проблемы. Можно внести или усилить взаимную корреляцию случайных ошибок модели, но она может быть нейтрализована.

Далее, можно внести или усилить смещение оценок, вызванное ошибками измерения, если поквартальные данные измерены с меньшей точностью, чем соответствующие ежегодные. Но и эту проблему можно решить.

Если мы пока только планируем эксперимент и работаем с перекрестными выборками, то можно увеличить точность оценок регрессии и ослабить проблему мультиколлинеарности просто за счет увеличения расхода средств на сбор большего объема данных. Однако такой подход имеет уменьшающуюся предельную отдачу, т.к. стандартные ошибки коэффициентов регрессии обратно пропорциональны величине 
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(см., напр., задачу 1.3.2 из п. 1.3), а расходы прямо пропорциональны  n.

В этом же случае (если мы находимся на стадии планирования эксперимента и оцениваем перекрестные выборки) можно максимизировать дисперсии наблюдений независимых переменных, например, путем расслоения выборки.

Далее, можно уменьшить величину дисперсии ошибок (2. Случайные ошибки включают в себя объединенный эффект всех переменных, оказывающих влияние на зависимую переменную, которые не включены явно в уравнение регрессии (см. п. 1). Если у нас есть предположение о том, что важный для зависимой переменной регрессор мог быть потерян, и, следовательно, оказывает влияние на ошибки модели (, то можно уменьшить величину (2, добавив этот регрессор явно в уравнение регрессии.

Однако, если добавленный регрессор линейно связан с одним или несколькими уже имеющимися в модели регрессорами, то его введение может еще больше усугубить проблему мультиколлинеарности.

Наконец, если мы имеем возможность собрать дополнительные данные, то нужно постараться получить выборку, в которой независимые переменные слабо связаны между собой.

Скажем несколько слов об использовании методов второй группы.

Существует два типа внешней информации, которая может оказаться полезной: теоретические ограничения на коэффициенты регрессии и внешние эмпирические данные.

Несмотря на наличие вышеописанных методов, существует целая школа исследователей в области регрессионного анализа, которые считают, что и не нужно ничего делать, поскольку «так устроен мир» (см. кн. Kennedy из списка литературы).

Контрольные вопросы к п. 1.9
1. Что такое ранг матрицы?

2. Почему для применения МНК среди регрессоров не должно быть линейно зависимых?

3. Что такое мультиколлинеарность?

4. В чем заключаются основные последствия мультиколлинеарности?

5. Каковы основные методы борьбы с проблемой мультиколлинеарности?

2. НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ

КЛАССИЧЕСКОГО РЕГРЕСИОННОГО АНАЛИЗА

2.1. Обобщенная регрессионная модель
Рассмотрим обобщение классической модели регрессии в следующем смысле.

Напомним, что классическая модель имеет вид:

1) y=X( +( (yn(1 - вектор зависимых переменных; Xn(k - матрица независимых переменных,; (k ( 1 - вектор неизвестных параметров; (n ( 1 - вектор ошибок) – спецификация модели.
2) X – детерминированная матрица, rank(X) = k.

3) E( = 0, V( = (2I.
Условие 3) (второе равенство) означает, что выполнены условия Гаусса-Маркова о некоррелированности и одинаковой дисперсии ошибок модели.

Снимем это ограничение и будем считать, что ковариационная матрица вектора ошибок – произвольная положительно определенная матрица. Заметим, что на практике такие ситуации встречаются чаще. 

Обобщенная (в указанном нами смысле) регрессионная модель (сокращенно ОРМ) имеет вид (все введенные обозначения сохранены): 

1*) y =X( +( - спецификация модели.
2*) X – детерминированная матрица, rank(X) = k.
3*) E( = 0, V( = ( - произвольная положительно определенная матрица.
Заметим, что классическая регрессионная модель есть частный случай обобщенной при ( = (2I.

Покажем, что применение обычного МНК к ОРМ дает несмещенную оценку для вектора коэффициентов:
E
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 = E(X(X)-1X(y = (X(X)-1X(Ey = (X(X)-1X(E(X( +() =

= (X(X)-1X(X( =(.
Однако оценка для ковариационной матрицы вектора оценок, полученная по стандартной формуле 
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е(е, где е – МНК-остатки регрессии) смещена, что приведет к неправильным выводам относительно значимости регрессоров (возможно, стандартные ошибки коэффициентов, рассчитанные по формуле 
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- занижены). Покажем смещенность указанной оценки.
Ковариационная матрица вектора МНК-оценок для ОРМ имеет вид:
V
[image: image367.wmf]Ù

b

= V (X(X)-1X(y = (X(X)-1X((Vy) X (X(X)-1 = (X(X)-1X((X (X(X)-1.
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что в общем случае не совпадает с V
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Контрольные вопросы к п. 2.1
1. Сформулировать основные гипотезы обобщенной регрессионной модели.

2. В чем отличие обобщенной регрессионной модели от классической?

3. Какова ковариационная матрица вектора ошибок обобщенной регрессионной модели?

4. Будет ли обладать свойством несмещенности МНК-оценка вектора коэффициентов обобщенной регрессионной модели? Показать.
5. Будет ли обладать свойством несмещенности стандартная оценка для ковариационной матрицы МНК-оценок вектора коэффициентов обобщенной регрессионной модели? Показать.

2.2. Обобщенный метод наименьших квадратов
Т е о р е м а (Айткен). Пусть имеется обобщенная регрессионная модель 1*)-3*). Тогда оценка вектора коэффициентов 
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 = (X((-1X)-1X((-1y                                   (*)
имеет наименьшую дисперсию среди всех линейных по y несмещенных оценок вектора (.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем: 
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=Е(X((-1X)-1X((-1y =(X((-1X)-1X((-1Еy =

= (X((-1X)-1X((-1Е(X(+() = (X((-1X)-1X((-1X( = (.
Далее, как следствие из условия 3*), матрица (-1 положительно определена и симметрична, поэтому представима в виде (-1 = Р (Р, где Рn(n – некоторая невырожденная матрица. Покажем это.

В силу симметричности (-1 существует ортогональная матрица О, такая что (-1 = О ((О, где ( - диагональная матрица, на главной диагонали которой стоят собственные числа (i матрицы (-1. Так как (-1 положительно определена, все (i положительны, поэтому существует диагональная матрица (1/2 , на главной диагонали которой стоят числа 
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. 
Полагая Р = (1/2О, умножим равенство (-1 = Р (Р слева на Р и обозначим у* = Ру, Х*=РХ, (*=Р(. Тогда

у* = Х*( +(*,                                      (2.2.1)
где 
E(* = 0, V(*= Р(Р (= I,
т.к. 
Р (= (-1Р-1; rankХ*=k, 
т.к. Р невырождена.

Таким образом, для (2.2.1) выполнены условия теоремы Гаусса-Маркова и оценка
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 = (X*(X*)-1X*(y = (X(Р (Р X)-1X (Р (Р y = (X((-1X)-1X((-1y
наиболее эффективна среди всех линейных по y несмещенных оценок вектора (. Теорема доказана.
Описанную в доказательстве теоремы процедуру нахождения оценки вектора коэффициентов в случае ОРМ будем называть обобщенным методом наименьших квадратов (ОМНК).
Вычислим ковариационную матрицу вектора ОМНК-оценок:

V
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= (X((-1X)-1X((-1((-1X(X((-1X)-1 = 
= (X((-1X)-1X((-1X(X((-1X)-1 =

= (X((-1X)-1.

Очевидно, МНК – частный случай ОМНК применительно к классической модели (т.е. при ( = (2 I):
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2.3. Доступный обобщенный метод наименьших квадратов
Если матрица ( неизвестна (а именно этот случай чаще встречается на практике), то ее каким-то образом оценивают, а затем в формуле (*) вместо матрицы ( используют ее оценку:
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-1y,                         (**)

получая тем самым оценку доступного обобщенного метода наименьших квадратов (ДОМНК).

Однако по n наблюдениям трудно получить приемлемую оценку для матрицы (, поэтому приходится накладывать ограничения на ее структуру.
Контрольные вопросы к п.п. 2.2 и 2.3
1. Сформулировать теорему Айткена.

2. Для каких моделей применяется оценка Айткена (*)?

3. Какой вид приобретает оценка (*), если модель - классическая?

4. Что такое обобщенный МНК?

5. Что такое доступный обобщенный МНК и в каких случаях он применяется?

2.4. Модели с гетероскедастичностью ошибок
Рассмотрим два частных случая ОРМ, наиболее часто встречающиеся на практике, один из которых – случай, когда ошибки некоррелированы, но имеют разные дисперсии, т.е.  ковариационная матрица вектора ошибок имеет вид:

( = 
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Такие модели называются моделями с гетероскедастичностью ошибок (в отличие от моделей с гомоскедастичностью при ( = (2 I).

Диаграмма рассеяния выборки с гетероскедастичностью может выглядеть следующим образом:

Рис. 2.4.1
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Заметим, что диаграмма рассеяния гомоскедастичных выборок имеет вид (сравните с рис. 2.4.1):

Рис. 2.4.2
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Частный случай ОМНК применительно к таким моделям называется взвешенным МНК. Рассмотрим его подробнее.

2.5. Метод взвешенных наименьших квадратов 
Пусть имеется регрессионная модель 
y = X( + (,                                           
для которой выполняются все условия классической регрессионной модели, кроме второго условия Гаусса-Маркова, т.е., пусть для ошибок модели имеет место

V(i = (i2 (i = 1,…, n)
(дисперсии ошибок в разных измерениях разные). Пусть также величины (i2 известны (что на практике встречается крайне редко).

Вариант обобщенного МНК применительно к таким моделям состоит в следующем.
Запишем (1.1.1) в виде:

yi =((1 xi1 +…+((k xik  + (i     (i=1,…,n).               (2.5.1)
Теперь приведем модель к классическому виду, разделив i-е каждое уравнение (2.5.1) на величину (i:
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  (i=1,…,n).             (2.5.2)
Введем новые переменные:  yi* = 
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, xij* = 
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[image: image400.wmf]i

i

s

e

 (i=1,…,n; j=1,..,k). Тогда система (2.5.2) запишется в виде:

yi* =(1 xi1*+…+(k xik*+(i*     (i=1,…,n).           (2.5.3)
Покажем, что для системы (2.5.2) выполнены все три условия Гаусса-Маркова. Имеем:
Е(i*=E
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= 0 (первое условие Гаусса-Маркова);
V(i*=V
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= 1 (второе условие Гаусса-Маркова);

cov((i*, (j*) = cov
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= 0 при i ≠ j (третье условие Гаусса-Маркова).
Итак, преобразование, описанное в п. 2.4 (его частный случай) выполнено: модель приведена к классическому виду. Теперь можно применить к ней МНК для получения эффективной оценки вектора коэффициентов, т.е. минимизировать функционал

F*((1,…, (k) =
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.                         (2.5.4)
Таким образом, суть взвешенного МНК – минимизация суммы квадратов «взвешенных» (весами 1/(i) квадратов отклонений.
Содержательный смысл метода взвешенных наименьших квадратов в следующем.

Применяя обычный МНК, мы минимизируем сумму квадратов вида 

F((1,…, (k) = 
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в которую разные слагаемые вносят разный статистический вклад, т.к. у них различные дисперсии. В итоге МНК-оценка применительно к моделям с гетроскедастичностью неэффективна. «Взвешивая» каждое слагаемое с помощью коэффициента 1/(i, мы устраняем неоднородность слагаемых (придавая больший вес слагаемым с меньшей дисперсией, т.е. более точным).

З а д а ч а 2.5.1. Проверить непосредственно, что для модели парной регрессии с гетероскедастичностью дисперсия оценки коэффициента (, полученная с помощью взвешенного МНК, меньше дисперсии его оценки, полученной с помощью обычного МНК.
Контрольные вопросы к п.п. 2.4 и 2.5
1. Что такое гетероскедастичность ошибок?

2. Какой вид имеет ковариационная матрица вектора ошибок в моделях с гетероскедастичностью?

3. В каких выборках (в основном) встречается гетероскедастичность ошибок?

4. В чем суть взвешенного МНК?

5. Выписать функционал, который необходимо минимизировать при применении взвешенного МНК.

2.6. Практическое применение 

метода взвешенных наименьших квадратов
На практике чаще встречаются случаи, когда дисперсии ошибок в модели с гетероскедастичностью неизвестны. Как уже говорилось (см. п. 2.3), в этом случае сначала надо каким-то образом оценить эти дисперсии, а затем применить взвешенный МНК, взяв в качестве весов не 1/(i, а их оценки 
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(доступный обобщенный МНК).

Для получения приемлемых оценок для дисперсий ошибок приходится накладывать ограничения на структуру матрицы ( (см. п. 2.1), в данном случае – на структуру гетероскедастичности.

Рассмотрим два часто встречающихся частных случая моделей с гетероскедастичностью.

1. Гетероскедастичность зависит от регрессора. Пусть имеется модель с гетероскедастичностью

yi =((1 xi1 +…+((k xik  + (i     (i=1,…,n)             (2.6.1)

и пусть имеет место равенство

V(i = (i2 = (2
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il

x

,
где l ( {1,…,k}, т.е. дисперсии ошибок зависят от одного из регрессоров xl.

В этом случае применение (доступного варианта) взвешенного МНК состоит в следующем.

Делим i-е уравнение (2.6.1) на xil:
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        (i=1,…,n),     (2.6.2)

вводим новые переменные yi*=
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 (i=1,…,n; j=1,..,k) и получаем классическую модель
yi* =(1 xi1*+…+(l+…+(k xik*+(i*     (i=1,…,n).
Действительно, для ошибок полученной модели имеет место
V(i* = V
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МНК-оценки коэффициентов данной модели дают непосредственно оценки коэффициентов исходной модели. Следует только заметить, что если первый регрессор исходной модели есть регрессор-константа, то оценки свободного члена и коэффициента при  xi1*=
[image: image422.wmf]1
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 новой модели являются оценками для коэффициента при xil и свободного члена (соответственно) исходной модели.
Некоторые исследователи предлагают обобщить зависимость (i от xi, считая (i2 = (2
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, где xij > 0, а ( - неизвестный параметр, который для случая парной регрессии ((i2 = (2
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) находится следующим образом. Для модели yi =( + +(xi+(i  (i=1,…,n) сначала находятся обычные МНК-оценки 
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; затем вычисляются отклонения еi* = yi - 
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. Дальнейшие рассуждения ведутся таковы: (еi*)2 может служить оценкой для (i2 , поэтому можно приближенно считать (еi*)2 ( (2
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или ln(еi*)2 ( ln(2 +( ln xi (i=1,…,n). Рассматривая последнее соотношение как регрессию ln(еi*)2  на ln xi, можно найти МНК-оценку для (2 и (. Затем к исходной модели применяется взвешенный МНК с весами 
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. Подобный прием можно перенести на случай множественной регрессии.
2. Гетероскедастичность зависит от зависимой переменной. Предположим, что (I пропорционально (Eyi(, т.е.

(i2 = (2((1 xi1 +…+((k xik)2 (i=1,…,n)                  (2.6.3)
Гипотеза (2.6.3) весьма естественна, например, когда величины (i трактуются как ошибки измерения зависимой переменной. В этом случае (2.6.3) утверждает, что относительная ошибка постоянна, т.е. отношение 
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= const. Для оценивания модели в этом случае можно предложить следующую двухшаговую процедуру, использующую МНК.

1) исходная регрессия оценивается обычным МНК;

2) находятся 
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Затем применяется взвешенный МНК.

3. Обобщение схем из пп. 1 и 2. Описанные в пп. 1 и 2 схемы можно обобщить, предполагая, что корень из дисперсии ошибок модели есть линейная комбинация независимых переменных:

(i = ((0 +(1 xi1 +…+((k xik (,                     (2.6.4)
где (0,(1,…,(k – неизвестные коэффициенты, подлежащие оцениванию. Схема (2.6.4) является более общей, чем (2.6.3), т.к. в (2.6.3) мы считаем, что (i зависит от Eyi, т.е. является линейной комбинацией x1,…, xk с коэффициентами регрессии, а в (2.6.4) эти коэффициенты произвольны. Схема (2.6.4) применима, если предполагается, что гетероскедастичность линейно зависит от независимых переменных регрессионной модели x1,…, xk, но вид зависимости неизвестен. 

Для оценивания регрессии в предположении (2.6.4) можно применить метод максимального правдоподобия. Предположим, что ошибки (i  нормальны, т.е. (i ( N(0, (i2) = N(0,((0+(1xi1+ +…+((kxik)2). Тогда можно найти функцию плотности выборки y1,…, yn, которая зависит от 2k + 1 неизвестных параметров (1,…,(k,(0,(1,…,(k. Максимизируя эту плотность, находим оценки максимального правдоподобия для этих параметров.   
4. Межгрупповая гетероскедастичность. Пусть имеется модель с гетероскедастичностью

yi =((1 xi1 +…+((k xik  + (i     (i=1,…,n)             (2.6.5)

и пусть имеют место равенства
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т.е. в первой группе наблюдений одна дисперсия ошибок, во второй – другая.
Опишем применение доступного взвешенного МНК к моделям с межгрупповой гетероскедастичностью.

Применяем обычный МНК к исходной модели (2.6.5), получаем остатки е1,…, еn, которые делим на две группы е1,…, 
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Затем оцениваем дисперсии каждой группы наблюдений следующим образом:
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Наконец, делим первые n1 уравнений (2.6.5) на 
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, вторые n1 – на 
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. Модель (говоря нестрого, т.к. вместо дисперсий ошибок использованы их оценки) стала классической.
 З а м е ч а н и е. Данная процедура распространяется на случай, когда имеется не две, а несколько групп наблюдений с различающимися между собой дисперсиями.
Контрольные вопросы к п. 2.6
1. В чем заключается применение доступного обобщенного МНК к моделям с гетероскедастичностью?

2. Как выглядит взвешенный МНК, если гетероскедастичность зависит от регрессора?

3. Как выглядит взвешенный МНК, если гетероскедастичность зависит от зависимой переменной?

4. В чем состоит метод максимального правдоподобия?

5. Как выглядит взвешенный МНК в случае межгрупповой гетероскедастичности?

2.7. Модели с автокорреляцией ошибок
Другой часто встречающийся, особенно во временных рядах, случай ОРМ – модели, в которых ошибки в разных измерениях коррелируют между собой (см., напр., рис. 2.7.1, где между ошибками положительная корреляция).

Рис. 2.7.1

[image: image444]
Итак, пусть выполнены все условия классической регрессионной модели, кроме третьего условия Гаусса-Маркова, т.е. пусть имеет место предположение 

cov((i, (j) ≠ 0 (i, j = 1,…, n)
В этом случае ковариационная матрица вектора ошибок будет иметь вид:

( = 
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где  0 ≠ (ij ( cov((i, (j) (i, j = 1,…, n).
Как было показано в п. 2.1, применение обычного МНК к моделям с нарушением условий Гаусса-Маркова дает несмещенные оценки параметров, но при этом оценка дисперсии ошибок, рассчитанная по стандартной формуле, смещена (можно показать, что вниз, см., напр., работу Johnston J., DiNardo J. из списка литературы). Следовательно, стандартные ошибки коэффициентов, рассчитанные по стандартным формулам, будут занижены, что даст неправильное (улучшенное) представление о значимости регрессии.

Контрольные вопросы к п. 2.7
1. Что такое автокорреляция ошибок и в каких выборках (в основном) она встречается?

2. Что означает положительная корреляция между случайными величинами?

3. Что означает отрицательная корреляция между случайными величинами?

4. Как выглядит ковариационная матрица вектора ошибок в моделях с автокорреляцией?

5. Что дает применение (обычного) МНК к моделям с автокорреляцией? 

2.8. Авторегрессионный процесс первого порядка
Часто при оценивании временных рядов можно считать, что ошибки связаны между собой зависимостью, называемой  авторегрессионным процессом первого порядка.

Рассмотрим ОРМ (временной ряд) с константой вида

yt = (1 +(2 xt2 +…+(k xtk + (t (t = 1,…,n),
ошибки которой связаны между собой следующим образом:

(t = r(t-1 + ut,                                   (2.8.1)
где ut (t = 1,…,n) – независимые нормально распределенные случайные величины, такие что Еut = 0, Vut = 
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; r – так называемый коэффициент авторегрессии ((r(< 1); а (0 – нормальная случайная величина с Е(0 = 0, V(0 = 
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, причем (0 и ut (t = 1,…,n) независимы.
Найдем математические ожидания и дисперсии случайных величин (t (t = 1,…,n). Имеем (см. (2.8.1)):
Е(t = E(r(t-1 + ut) = rE(t-1 + Eut = 0 (t = 1,…,n).  

Далее, 

V(t = E
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т.к. по определению (t-1 и ut  независимы, а Eut = 0.

Итак,

V(1 = r2E
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Аналогичным образом,

V(2 = r2E
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и т.д. для t = 3, 4,…,n.
Таким образом, 

V(t = 
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 (t = 0,1,…,n).

Выясним статистический смысл коэффициента автокорегрессии r. Имеем:
cov((t ,(t-1) =  E(t(t-1 - E(tE(t-1 = E(t(t-1 =  rE
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откуда 

r = 
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что есть по определению коэффициент корреляции между соседними ошибками. 

Далее, 

cov((t ,(t-2) = E(t(t-2 =  rE(t-1(t-2+ E(t-2 Eut = rE(t-1(t-2 = 
= r cov((t-1,(t-2) = r2V(t, …, cov((t ,(t-m) = rmV(t.
Из последней формулы видно, что при отдалении (t от (0 убывает зависимость между ними (поэтому при определении коэффициента r полагают (r(< 1).
Выпишем теперь ковариационную матрицу вектора ошибок модели с авторегрессионным процессом первого порядка, заданным уравнением (2.8.1):
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Контрольные вопросы к п. 2.8
1. Что такое авторегрессионный процесс первого порядка?

2. Что такое коэффициент авторегрессии?

3. В чем статистический смысл коэффициента авторегресии?
4. Какому условию должен удовлетворять коэффициент авторегрессии, чтобы при отдалении (t от (0 убывала  (по абсолютной величине) ковариация между ними? 
5. Выписать ковариационную матрицу вектора ошибок модели с авторегрессионным процессом первого порядка.
2.9. Оценивание модели с авторегрессией
Пусть коэффициент авторегрессии r известен. Рассмотрим, каким образом в этом случае модель приводится к классическому виду на примере модели парной регрессии (в случае множественной регрессии – аналогично, заменой соответствующих скалярных величин на векторные).
Итак, имеется модель

yt = (  +( xt + (t (t = 1,…,n),                        (2.9.1)

для которой выполнены все условия классической регрессионной модели, кроме второго условия Гаусса-Маркова (о некоррелированности ошибок), причем ошибки связаны между собой с помощью авторегрессионного процесса первого порядка (2.7.1), где r известно. 

Выпишем (2.9.1) для t = t-1:
yt-1 = (  +( xt-1 + (t-1 (t = 2,…,n).                        (2.9.2)

Умножая обе части уравнения (2.8.2) на r и вычитая полученное из (2.9.1), имеем:

yt - r yt-1 = ( (1- r) + ( (xt - r xt-1) + ((t - r(t-1),

т.е., с учетом (2.7.1),
yt - r yt-1 = ( (1- r) + ( (xt - r xt-1) + ut  (t = 2,3,…,n),    (2.9.3)
где ошибки ut уже некоррелированы между собой.
З а м е ч а н и е. Если в выборке нет данных, предшествующих первому наблюдению, то оно «теряется» (см. в (2.9.3): t = 2,3,…,n). Чтобы этого не произошло, при t = 1 нужно обе части уравнения (2.9.1) умножить на величину 
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некоррелированы: случайные величины ut (t = 2,3,…,n), по определению авторегрессионного процесса первого порядка, независимы и имеют одинаковые дисперсии 
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, а ошибка первого уравнения системы (2.9.4) 
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(1  не зависит от ut (t = =2,3,…,n) и, согласно (2.8.2), имеет такую же дисперсию.

З а м е ч а н и е. Для оценивания моделей с авторегрессией в случае неизвестного коэффициента авторегрессии применяются, в основном, итерационные методы. 
Контрольные вопросы к п. 2.9
1. В чем заключается суть применения обобщенного МНК к моделям с авторегрессионным процессом первого порядка?

2. Какое преобразование необходимо применить к модели с авторегрессионным процессом первого порядка (при известном коэффициенте авторегрессии), чтобы она стала классической?

3. Какое преобразование применяется к первому наблюдению модели, если отсутствуют данные, предшествующие этому наблюдению?

4. Показать, что модель (2.9.4) – классическая.

5. Каким образом оцениваются модели с авторегрессией при неизвестном коэффициенте авторегрессии?

3. ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

В данном разделе для закрепления материала обучающимся предлагается применить пройденный материал для решения конкретных экономических задач (вычисления можно производить с помощью Excel).
Вариант 1

	Потребительские расходы на бензин и его реальная цена в США


	Год
	Расходы 
(млрд.долл., цены 1972г.)
	Индекс реальных цен (1972=100)

	1973
	26,2
	103,5

	1974
	24,8
	127,0

	1975
	25,6
	126,0

	1976
	26,8
	124,8

	1977
	27,7
	124,7

	1978
	28,3
	121,6

	1979
	27,4
	149,7

	1980
	25,1
	188,8

	1981
	25,2
	193,6

	1982
	25,6
	173,9


По данным выборки оценить модель 
у = ( + ( х + (, 
где у – расходы на бензин, х – индекс цен.
Выполнить следующие задания:
1) Построить диаграмму рассеяния выборки.

2) Выписать оцененную модель.
3) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

4) Спрогнозировать расходы на бензин при индексе цен 120.

5) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.
6) Проверить гипотезу Н0: ( = 30 (уровень значимости теста 5%).
7) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 5%).
8) Построить 95%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.
9) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 5%).

10) Найти коэффициент детерминации модели и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.
Вариант 2
	Розничный товарооборот и число занятых


	Порядковый номер магазина
	Товарооборот 

(млн. д.е.)
	Число занятых
(чел.)

	1
	0,5
	73

	2
	0,7
	85

	3
	0,9
	102

	4
	1,1
	115

	5
	1,4
	122

	6
	1,4
	126

	7
	1,7
	134

	8
	1,9
	147


По данным выборки оценить модель 
у = ( + ( х + (, 
где у – товарооборот, х – число занятых.
Выполнить следующие задания:

11) Построить диаграмму рассеяния выборки.

12) Выписать оцененную модель.
13) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.
14) Спрогнозировать товарооборот при числе занятых 100 (чел.)
15) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.
16) Проверить гипотезу Н0: (= 0,03 (уровень значимости 10%).
17) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости теста 10%).
18) Построить 90%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.
19) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 10%).

20) Найти коэффициент детерминации модели и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.

Вариант 3
	Недельные объемы продаж и расходы на рекламу


	Неделя
	 Объем продаж 
(тыс. д.е.)
	Расходы на рекламу (тыс. д.е)

	1
	72
	5

	2
	76
	8

	3
	78
	6

	4
	70
	5

	5
	68
	3

	6
	80
	9

	7
	82
	12

	8
	65
	4

	9
	62
	3

	10
	90
	10


По данным выборки оценить модель 
у = ( + ( х + (, 
где у– недельный объем продаж, х – расходы на рекламу.
Выполнить следующие задания:

1) Построить диаграмму рассеяния выборки.

2) Выписать оцененную модель.
3) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

4) Спрогнозировать недельный объем продаж при расходах на рекламу 7 (тыс. д.е). 

5) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.
6) Проверить гипотезу Н0: ( = 2 (уровень значимости теста 2%).

7) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 2%).
8) Построить 98%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

9) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 2%).

10) Найти коэффициент детерминации модели и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.

Вариант 4
	Совокупный объем внутренних инвестиций 
и валовый внутренний продукт США

	Годы
	Объем инвестиций (млрд.долл.)
	ВВП 
(млрд.долл.)

	1939
	9,3
	90,8

	1940
	13,1
	100,0

	1941
	17,9
	124,9

	1942
	9,9
	158,3

	1943
	5,8
	192,0

	1944
	7,2
	210,5

	1945
	10,6
	212,3

	1946
	30,7
	209,3

	1947
	34,0
	232,8

	1948
	45,9
	259,1

	1949
	35,3
	258,0

	1950
	53,8
	286,2


По данным выборки оценить модель  
у = ( + ( х + (, 
где у – объем инвестиций, х – ВВП.
Выполнить следующие задания:

1) Построить диаграмму рассеяния выборки.

2) Выписать оцененную модель.
3) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

4) Спрогнозировать объем инвестиций при ВВП 200 (млрд. долл.). 

5) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.
6) Проверить гипотезу Н0: ( = 10 (уровень значимости теста 1%).

7) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 1%).
8) Построить 99%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

9) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 1%).

10) Найти коэффициент детерминации модели и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.

Вариант 5
	Ежегодное потребление бананов и годовой доход

	Семья
	Потребление бананов (в фунтах)
	Доход (в 10000 долл.)

	1
	1,95
	1,2

	2
	7,12
	2,1

	3
	9,08
	3,4

	4
	9,09
	4,1

	5
	10,00
	5,2

	6
	8,98
	6,5

	7
	11,61
	7,1

	8
	11,11
	8,3

	9
	10,89
	9,0


По данным выборки оценить модель 
у = ( + ( / х + (, 
где у – потребление бананов, х – годовой доход семьи.
У к а з а н и е. Линеаризовать модель с помощью соответствующей замены переменной.

Выполнить следующие задания:

1) Построить диаграмму рассеяния выборки.

2) Выписать оцененную модель.
3) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

4) Спрогнозировать потребление бананов при доходе 5 (тыс.долл.).
5) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.
6) Проверить гипотезу Н0: ( = 1 (уровень значимости теста 6%).

7) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 6%).
8) Построить 94%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

9) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 6%).

10) Найти коэффициент детерминации модели и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.

Вариант 6
	Ежегодное потребление бананов и годовой доход


	Семья
	Потребление бананов 

(в фунтах)
	Доход 

(в 10000 долл.)

	1
	1,93
	1

	2
	7,13
	2

	3
	8,78
	3

	4
	9,69
	4

	5
	10,09
	5

	6
	10,42
	6

	7
	10,62
	7

	8
	10,71
	8

	9
	10,79
	9

	10
	11,13
	10


По данным выборки оценить модель 
у = ( + ( /х + (, 
где у– потребление бананов, х – годовой доход семьи.
У к а з а н и е. Линеаризовать модель с помощью соответствующей замены переменной.

Выполнить следующие задания:

1) Построить диаграмму рассеяния выборки.

2) Выписать оцененную модель.
3) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

4) Спрогнозировать потребление бананов при доходе 4,5 (тыс.долл.).
5) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.
6) Проверить гипотезу Н0: ( = 6 (уровень значимости теста 3%).

7) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 3%).
8) Построить 97%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

9) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 3%).

10) Найти коэффициент детерминации модели и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.

Вариант 7
	Объем предложения товара, цена товара и зарплата сотрудников


	Предложение товара (тыс. шт.)
	Цена товара
(д.е.)
	Зарплата сотрудников
(тыс. д.е.)

	20
	10
	12

	35
	15
	10

	30
	20
	9

	45
	25
	9

	60
	40
	8

	70
	37
	8

	75
	43
	6

	90
	35
	4

	105
	40
	4

	110
	55
	5


По данным выборки оценить модель 
у = ( +(1х1 + (2х2 + (, 
где у – предложение товара, х1 – цена товара, х2 - зарплата сотрудников.
Выполнить следующие задания:

1) Выписать оцененную модель.
2) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

3) Спрогнозировать предложение товара при цене товара 50 (д.е.) и зарплате сотрудников 5 (д.е.). 

4) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.
5) Проверить гипотезу Н0: (1 = 1 (уровень значимости теста 8%).

6) Проверить гипотезу Н0: ( +(1 = 91, ( +(2 = 83, (1+(2= =-6 (уровень значимости теста 8%).

7) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 8%).
8) Построить 92%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

9) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 8%).

10) Найти коэффициент детерминации модели и скорректированный коэффициент детерминации и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.

Вариант 8
	Объем предложения товара, цена товара и зарплата сотрудников


	Предложение товара (тыс. шт.)
	Цена товара
(д.е.)
	Зарплата сотрудников
(тыс. д.е.)

	20
	10
	12

	30
	20
	9

	60
	40
	8

	70
	37
	8

	75
	43
	6

	105
	40
	4

	110
	55
	5

	100
	50
	5

	90
	54
	4


По данным выборки оценить модель 
у = ( + (1х1+ (2х2 + (, 
где у – предложение товара, х1 – цена товара, х2 - зарплата сотрудников.
Выполнить следующие задания:

1) Выписать оцененную модель.
2) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

3) Спрогнозировать предложение товара при цене товара 45 (д.е.) и зарплате сотрудников 7 (тыс. д.е.). 

4) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.

5) Проверить гипотезу Н0: (2 = 2 (уровень значимости теста 5%).

6) Проверить гипотезу Н0: (  = 92, (1 = 2, (2 = -10 (уровень значимости теста 5%).

7) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 5%).

8) Построить 95%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

9) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 5%).

10) Найти коэффициент детерминации модели и скорректированный коэффициент детерминации и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.

Вариант 9
	Доход на душу населения; процент рабочей силы, занятой в сельском хозяйстве и уровень образования населения в возрасте после 25 лет 
(число лет, проведенных в учебных заведениях)


	Доход (10000 д.е.)
	% рабочей силы в с/х
	Уровень образования (лет) 

	7
	8
	9

	6
	8
	10

	9
	9
	13

	9
	7
	11

	7
	10
	15

	8
	6
	11

	7
	7
	10

	8
	10
	12

	14
	4
	16


По данным выборки оценить модель 
у = ( + (1х1+(2х2 + (,
где у – доход на душу населения, х1 – % рабочей силы, занятой в сельском хозяйстве, х2 - уровень образования населения.
Выполнить следующие задания:

1) Выписать оцененную модель.
2) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

3) Спрогнозировать доход при % рабочей силы в с/х 10 и уровне образования 10 (лет). 

4) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.
5) Проверить гипотезу Н0: ( = 10 (уровень значимости теста 6%).

6) Проверить гипотезу Н0: (2 = -1, ( +(1+(2 = 7, ( +2(1 = 5 (уровень значимости теста 6%).

7) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 6%).
8) Построить 94%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

9) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 6%).

10) Найти коэффициент детерминации модели и скорректированный коэффициент детерминации и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.

Вариант 10
	Доход на душу населения; процент рабочей силы, занятой в сельском хозяйстве и уровень образования населения в возрасте после 25 лет 
(число лет, проведенных в учебных заведениях)


	Доход на душу населения (10000 д.е.)
	% рабочей силы в сельском хозяйстве
	Уровень образования (лет)

	9
	5
	11

	8
	5
	11

	10
	6
	12

	11
	7
	14

	11
	6
	11

	12
	4
	15

	9
	8
	15

	9
	7
	14


По данным выборки оценить модель 
у = ( +(1х1+(2х2 + (, 
где у – доход на душу населения, х1 – % рабочей силы, занятой в сельском хозяйстве, х2 - уровень образования населения.
Выполнить следующие задания:

11) Выписать оцененную модель.
12) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

13) Спрогнозировать доход при % рабочей силы в с/х 5 и уровне образования 10 (лет). 

14) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.

15) Проверить гипотезу Н0: (1 = -2 (уровень значимости теста 2%).

16) Проверить гипотезу Н0: (1 + (2 = 0 (уровень значимости теста 2%).

17) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 2%).

18) Построить 98%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

19) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 2%).

20) Найти коэффициент детерминации модели и скорректированный коэффициент детерминации и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.

Вариант 11
	Доход на душу населения; процент рабочей силы, занятой в сельском хозяйстве и уровень образования населения в возрасте после 25 лет 
(число лет, проведенных в учебных заведениях)


	Доход на душу населения
	% рабочей силы в с/х
	Уровень образования 

	7
	8
	9

	9
	7
	11

	8
	6
	11

	14
	4
	16

	8
	5
	11

	11
	7
	14

	12
	4
	15

	10
	5
	10

	11
	3
	9

	12
	6
	10


По данным выборки оценить модель 
у = ( + (1х1+ (2х2 + (, 
где у – доход на душу населения, х1 – % рабочей силы, занятой в сельском хозяйстве, х2 - уровень образования населения.
Выполнить следующие задания:

1) Выписать оцененную модель.
2) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

3) Спрогнозировать доход при % рабочей силы в с/х 5 и уровне образования 15 (лет). 

4) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.

5) Проверить гипотезу Н0: (2 = -2 (уровень значимости теста 5%).

6) Проверить гипотезу Н0: ( = 7, (1+(2 = 0, ( +(1 = 6 (уровень значимости теста 5%).

7) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 5%).

8) Построить 95%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

9) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 5%).
10) Найти коэффициент детерминации модели и скорректированный коэффициент детерминации и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.

Вариант 12

	Котировка акций, курс доллара и фондовый индекс 


	Котировка акций
	Курс доллара
	Фондовый индекс

	100
	28,75
	4,0

	112
	28,70
	4,2

	108
	28,54
	4,7

	106
	28,90
	5,1

	103
	28,88
	4,9

	101
	28,35
	4,6

	100
	27,98
	4,8

	103
	28,10
	4,3

	102
	28,05
	4,4

	100
	27,90
	4,5


По данным выборки оценить модель 
у = ( + (1х1+ (2х2 + (, 
где у – котировка акций, х1 – курс доллара, х2 - фондовый индекс.
Выполнить следующие задания:

1) Выписать оцененную модель.
2) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

3) Спрогнозировать котировку акций при курсе доллара 28 и фондовом индексе 5. 

4) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.

5) Проверить гипотезу Н0: (2 = -1 (уровень значимости теста 2%).

6) Проверить гипотезу Н0: ( -3(2 = -40, (1+(2 = 4, ( + +(1= -38 (уровень значимости теста 2%).

7) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 2%).

8) Построить 98%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

9) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 2%).

10) Найти коэффициент детерминации модели и скорректированный коэффициент детерминации и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.  
Вариант 13
	Зарплата, возраст, стаж работы по специальности и выработка


	Зарплата ($)
	Возраст (лет)
	Стаж работы (лет)
	Выработка (шт./смену)

	300
	29
	6
	17

	400
	40
	19
	25

	300
	36
	10
	15

	320
	32
	10
	17

	200
	23
	3
	15

	350
	45
	20
	18

	300
	40
	11
	14

	310
	45
	10
	15

	320
	30
	20
	16


По данным выборки оценить модель 
у = ( + (1х1+ (2х2 + +(3х3 +(, 
где у – зарплата, х1 – возраст, х2 – стаж работы по специальности, х3 - выработка.
Выполнить следующие задания:

1) Выписать оцененную модель.
2) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

3) Спрогнозировать зарплату работника в возрасте 30 (лет), при стаже работы по специальности 10 (лет) и выработке 15 (шт./см.). 

4) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.

5) Проверить гипотезу Н0: ( = 58 (уровень значимости теста 1%).

6) Проверить гипотезу Н0: ( - (1 = 56, (1 – (2 = -1, ( + +(3= 65,  ( +(1+(2+(3= 70 (уровень значимости теста 1%).

7) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 1%).

8) Построить 99%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

9) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 1%).

10) Найти коэффициент детерминации модели и скорректированный коэффициент детерминации и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.

Вариант 14
	Зарплата, возраст, стаж работы по специальности и выработка

	Зарплата ($)
	Возраст (лет)
	Стаж (лет)
	Выработка(шт./смену)

	350
	38
	17
	17

	400
	40
	23
	25

	380
	50
	31
	19

	400
	47
	25
	23

	250
	28
	7
	15

	300
	30
	10
	20

	260
	30
	12
	22

	280
	32
	14
	25

	300
	30
	15
	25

	290
	28
	14
	24


По данным выборки оценить модель 
у = ( + (1х1+ (2х2 + (3х3 +(, 
где у – зарплата, х1 – возраст, х2 – стаж работы по специальности, х3 - выработка.
Выполнить следующие задания:

1) Выписать оцененную модель.
2) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

3) Спрогнозировать зарплату работника в возрасте 45 (лет), при стаже работы по специальности 25 (лет) и выработке 20 (шт./см.). 

4) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.

5) Проверить гипотезу Н0: (1 = 6 (уровень значимости теста 4%).

6) Проверить гипотезу Н0: ( + (2 = 37, (1 + (2 = 6, ( + +(3= 40,  ( +(1+(2 = 43 (уровень значимости теста 4%).

7) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 4%).

8) Построить 96%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

9) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 4%).

10) Найти коэффициент детерминации модели и скорректированный коэффициент детерминации и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.

Вариант 15
	Зарплата, возраст, стаж работы по специальности и выработка


	Зарплата ($)
	Возраст (лет)
	Стаж работы (лет)
	Выработка (шт./смену)

	350
	30
	7
	18

	200
	25
	6
	16

	400
	48
	20
	23

	220
	30
	5
	18

	320
	40
	15
	18

	390
	40
	20
	25

	360
	38
	20
	23

	370
	40
	20
	20

	400
	45
	25
	25

	380
	42
	22
	30

	350
	35
	18
	25


По данным выборки оценить модель 
у = ( + (1х1+ (2х2 + +(3х3 +(, 
где у – зарплата, х1 – возраст, х2 – стаж работы по специальности, х3 - выработка.
Выполнить следующие задания:

11) Выписать оцененную модель.
12) Интерпретировать оцененные коэффициенты регрессии.

13) Спрогнозировать зарплату работника в возрасте 40 лет, при стаже работы по специальности 18 лет и выработке 20. 

14) Найти стандартную ошибку модели и стандартные ошибки коэффициентов регрессии.

15) Проверить гипотезу Н0: (2 = 3 (уровень значимости теста 5%).

16) Проверить гипотезу Н0: ( - (3 = 78, (1 +2(2 = 10, ( + +(1= 84,  ( +(1-3(2 = 75 (уровень значимости теста 4%).

17) Проверить на значимость регрессоры (уровень значимости 5%).

18) Построить 95%-е доверительные интервалы для коэффициентов регрессии.

19) Проверить на значимость регрессию в целом (уровень значимости 5%).

20) Найти коэффициент детерминации модели и скорректированный коэффициент детерминации и сделать соответствующий вывод о качестве аппроксимации данных.
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